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Esercizio 1 Quattro sciatori Ago, Ben, Cam e Don fanno una gara di sci. Indichiamo con TA, TB , TC e
TD i loro tempi aleatori di percorrenza del tracciato. TA e TB sono normali di media 2 minuti e varianza 1
secondo2, mentre TC e TD sono normali di media 1
′ 58′′ e di varianza 1 secondo2.
(1) Determinare la probabilità che tutti i quattro sciatori terminino la gara in meno di 2 minuti;
(2) Detta X = numero di sciatori che terminano la gara in meno di 2 minuti, esprimere X come somma
di due variabili binomiali;
(3) Determinare il valore atteso di X;
(4) Determinare la varianza di X;
Soluzione. Esprimiamo le variabili tempo in secondi.
(1) P (TA < 120) = P (TB < 120) = P (ζ0 < 0) = 1/2 e P (TC < 120) = P (TC < 120) = P (ζ0 < 2) =
Φ(2) = 0.97725. Ne segue che
P (TA, TB , TC , TD < 120) = 23.9%.
(2) Poniamo X1 = quanti tra Ago e Ben fanno la gara in meno di due minuti e X2 = quanti tra Cam
e Don fanno la gara in meno di due minuti. Si ha chiaramente
X = X1 +X2
e per quanto visto nel punto precedente X1 ∼ B(2, 12 ) e X2 ∼ B(2, 0.97725).
(3) Per la linearità della media abbiamo E[X] = E[X1] + E[X2] = 1 + 2 · 0.97725 = 2.95.
(4) Essendo X1 e X2 indipendenti abbiamo Var(X) =Var(X1)+Var(X2) =
1
2 + 0.04 = 0.54.
Esercizio 2 Siano X e Y due variabili aleatorie la cui densità congiunta è mostrata nella seguente tabella
@
@X
Y
1
8
1
6
5
24
1
12
1
9
5
36
1
24
1
18
5
72
−2 0 1
1
2
3
(1) Determinare P (X + Y ≥ 3);
(2) Determinare le densità marginali di X e di Y ;
(3) Stabilire se X e Y sono indipendenti;
(4) Determinare E[X + Y ];
(5) Determinare Var(X − Y ).
Soluzione.
(1) Dalla tabella ci sono tre casi in cui X + Y ≥ 3 per cui
P (X + Y ≥ 3) = P (X = 3, Y = 0) + P (X = 2, Y = 1) + P (X = 3, Y = 1) = 19
72
.
(2) Le densità marginali sommano i valori sulle righe e sulle colonne della tabella. Si ottiene:
pX(k) =

1
2 se k = 1
1
3 se k = 2
1
6 se k = 3
0 altrimenti.
pY (k) =

1
4 se k = −2
1
6 se k = 0
5
12 se k = 1
0 altrimenti.
(3) Si calcolano E[X] = 53 e E[Y ] = − 112 dalla tabella da cui E[X + Y ] = 1912 .
(4) Si ha E[X2] = 1 · 12 + 4 · 13 + 9 · 16 = 103 e similmente E[Y 2] = 1712 . da cui Var(X) = E[X2]−E[X]2 = 59
e Var(Y ) = 203144 e quindi concludiamo, sfruttando il fatto che X ed Y sono indipendenti
Var(X − Y ) = Var(X) + Var(Y ) = 283
144
.
Esercizio 3 Consideriamo la funzione f : R→ R data da
f(s) =

0 se |s| > 1
1 + s se − 1 < s < 0
1− s se 0 < s < 1
(1) veriﬁcare che f è una densità continua;
(2) dette X1, . . . , X180 variabili aleatorie indipendenti di densità continua f determinare la loro funzione
di ripartizione;
(3) determinare E[X21 ] e E[X
4
1 ];
(4) determinare la probabilità P (X21 + · · ·+X2180 > 25).
Soluzione
(1) f(s) ≥ 0 per ogni s ∈ R: infatti se −1 < s < 0 si ha chiaramente 1+s ≥ 0 e similmente per 0 < s < 1.
Inoltre ∫ +∞
−∞
f(s) ds =
∫ 0
−1
(1 + s)ds+
∫ 1
0
(1− s)ds = [s+ s2/2]0−1 + [s− s2/2]10 = 1
e quindi f soddisfa le due proprietà che deﬁniscono una densità continua.
(2) Se −1 < t < 0 si ha
FX1(t) =
∫ t
−∞
f(s) ds =
∫ t
−1
(1 + s)ds = [s+ s2/2]t−1 =
1
2
+ t+
t2
2
e se 0 < t < 1 si ha
FX1(t) =
∫ t
−∞
f(s) ds =
1
2
+
∫ t
0
(1− s)ds = [s− s2/2]t0 =
1
2
+ t− t
2
2
per cui
FX1(t) =

0 se t < −1
1
2 + t+
t2
2 se − 1 < t < 0
1
2 + t− t
2
2 se 0 < t < 1
1 se t > 1.
(3) Si ha
E[X21 ] =
∫ +∞
−∞
s2f(s) ds = . . . =
1
6
e
E[X41 ] =
∫ +∞
−∞
s4f(s) ds = . . . =
1
15
.
(4) dal punto precedente segue che Var(X21 ) =
7
180 e per il teorema del limite centrale si ha che la variabile
S = X21 + · · ·+X2180 ha densità
S ∼ N(30, 7)
e quindi
P (S > 25) = P
(
ζ0 >
−5√
7
)
= Φ(1.89) = 97%.
